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Physika-

ORIGINALMITTEILUNGEN.

Zur Theorie der Interferenzen der Rontgen-
strahlen in Kristallen.

Von P. P. Ewald.

Zurzeit stehen sich bei der Deutung der von
Lauel) angegebenen Interferenzerscheinungen
derRontgenstrahlenzwei Ansichtengegeniiber. Die
von Laue vorgeschlagene Erklirung schreibt
die Maxima der Strahlungsintensitit, welche von
der Kristallplatte ausgehen, dem Zusammen-
wirken der einzelnen Resonatoren (Dipole) im
Innern des Kristalls zu, deren regelmiBige An-
ordnung den Kiristall als dreidimensionales
Beugungsgitter auffassen laldt. Andererseits 1Bt
sich im AnschluB an Bragg die Lage der
Interferenzbilder durch die Annahme gut er-
klaren, daB der einfallende Rontgenstrahl an
jeder kristallographisch moglichen Ebene (Netz-
‘ebene des Raumgitters) regulir reflektiert werde.
Bei genauer Betrachtung verschwindet der Unter-
schied zwischen den beiden Auffassungen, wie
schon G. Wulff?) und M. Laue?) gezeigt haben
(vgl. § 5). Der Zusammenhang der Erscheinungen
beim Durchgang von Rontgenstrahlen oder von
gewohnlichem Licht durch einen Kristall 148t
sich aus den Formeln der §§ 3 und 4 ohne
weiteres entnehmen.

Ferner werden in den §§ 5 und 6 Schlisse
iiber die Natur der Interferenzstrahlen, iiber die
Fleckenform u. a. m. gezogen, § 7 ist ihrer In-
tensitit gewidmet. Hingegen wird nicht an-
gestrebt, eine wirkliche Aufnahme zu analysieren,
um daraus Schliisse auf das zugrunde liegende
Raumgitter zu ziehen.

1) M. Laue, W, Friedrich, P. Knipping, Sitz.-
Ber. d. Bayr. ‘Akad. d. Wiss. 1912, S. 303 und 363.

2) Diese Zeitschr. 14, 217—220, 1913.

3) M. Laue, diese Zecitschr, 14, 421, 1913.

§ 1. Die Dipole des Raumgitters sollen in
den Punkten
XN==2z2al, Y=20m, Z=z2cn (1)

(¢, m, n ganzzahlig)
liegen, wo XY Z rechtwinklige Koordinaten be-
deuten. Das Gitter ist also das einfachste
rhombische (bzw. tetragonale oder kubische).

Im Gitter schreite ein
RontgenstrahlinderRichtung -
§==xcos (s, x) -+ ¥ cos ](2> .

(s,v) + zcos(s,z) | :
fort. Seine Geschwindigkeit Z:Z:il.ciie?
im Innern des Korpers ist ’
nahezu die Lichtgeschwin-
digkeit ¢, da keine merkliche
Brechung des Strahls eintritt. Die Geschwindig-
keit ¢ selbst 1aBt sich dem Rontgenstrahl theore-
tisch nicht zuschreiben, da, wie in der Optik, die
in Mitschwingung geratenden Dipole die Ausbrei-
tung der Welle beeinflussen. Ein Unterschied
gegen die Optik liegt darin, daB die Schwin-
gungen, welche vom Rontgenstrahl erregt werden,
so schwach sind, dal3 die Phasengeschwindigkeit
der Welle nur unmerkbar beeinflul3t wird. Immer-
hin werde im ersten Teil wegen des leichteren
Ubergangs zum optischen Fall zwischen der
Ausbreitungsgeschwindigkeit im leeren Raum (¢)
und im Korper (¢) unterschieden.

Jeder Dipol wird durch das Vorbeistreichen
der Welle zu Schwingungen angeregt, welche
sich nach der Zeit in periodische Glieder auf-
losen lassen. Eine solche Schwingung habe die
Periode w. Dann ist die elektrische Kugelwelle
durch das Hertzsche Potential
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gegeben, wo a die Amplitude der Schwingung,
R der Abstand Dipol— Aufpunkt ist. Infolge
der sukzessiven Anregung der Dipole durch X-
Strahl oder optische Welle ist das Potential
eines Dipols mit den Koordinaten XY Z

, R S
=)
S‘B =a R -7
wo S die dem s in (2) analoge Bedeutung
S =X cos(s,x) + Y cos(s,v) + Zcos (s, 2)
hat, d. h. den Abstand des Dipols von der
Phasenebene Null mift.

Wird zur Abkiirzung
_ : _ (5)
K cos(s,x) =a, Kcos(s,y)=4, J

(4)

R A

c A q

Kcos(s,2) =7,

gesetzt, so ist bel Fortlassen des Zeitfaktors das
Gesamtpotential

(KR &K S
a =a Ze 7 , (6)

wo die Summe iiber alle Dipole zu erstrecken ist.
Es sei daran erinnert, daB die elektrische

Feldstarke € aus dem Potential gefunden wird,
indem man
¢ =rotrotall = graddivall —adIll (7) 1‘
bildet. '
§ 2. Es sind nun verschiedene Fille zu J
unterscheiden, je nachdem es sich um die Aus- |
breitung des Rontgenstrahls im Innern !
des Kristalls, seinen Einfall oder seinen Aus- .
tritt handelt.

— @4

-—2

Arx—aa

I. Im ersten Falle namlich wird man sich
den ganzen Raum vom Gitter (1) ausgefiillt
denken und demgemiB in (6) iber /, m, # von
— o bis 4+ o summieren. Dies ist genau die
in meiner Dissertation!) geloste Aufgabe, so
dafB3 die ausgefiihrte Summe von dort entnommen
werden kann.

II. Den Eintritt eines Réntgenstrahls in
die Kiristallplatte erhidlt man, wenn nur ein
Halbraum vom Gitter eingenommen wird. Die
Summation von (6) ware also fiir /, m von
— oo bis 4 o, fiir # hingegen von o bis oo
zu erstrecken (oberer Halbraum vom Kristall
ausgefiillt).

III. Der Austritt aus dem Kristall 1aBt
sich verfolgen, wenn in II. die Strahlrichtung
umgekehrt wird, d. h. , 8, y durch — o, — 3,
— v ersetzt wird (siehe (5)).

Schematisch erhalten wir die folgenden drei
Bilder:

cccccc

~~~~~

§ 8. Der Fall (I) moge an die Spitze ge-
stellt werden, weil er prinzipiell der einfachste
ist und unmittelbar zu den elektrischen Eigen-
schwingungen des Raumgitters fithrt. Das
Potential (6) ist fiir diesen Fall (vgl. Formel (7),

. § 6 meiner Dissertation)

T — 58 AT — Y

x4y ez

(8)

Lm,n

a

= —_%_ E: ¢ ‘ . - .
b la — 2 — bB.2 . 2
2zabc K02—< 4 aa> _<mn B) _<n.7z Cy)

|

Dies Potential hat genau die Form einer nach |
Eigenschwingungen fortschreitenden Summe, wie
z. B. das akustische Potential einer Tonquelle in
einem rechteckigen Zimmer!). Die einzelne
Eigenschwingung ist

AT —acw g — b3
; —E

—_— —

M], wt, 7 =¢€ e X 4 y
— (Zn%—l—mn% +7LTE;)

ey J

RON
— ¢gtiks, ¢ { !
Sie besteht aus einem Faktor von der gleichen }
Gestalt wie der anregende Roéntgenstrahl (vgl
den Ansatz (4) oder (6)) und aus einem zweiten
Faktor, der in den Elementarparallelepipeden !
des Gitters periodisch sich wiederholt (Glied
emner Fourierreihe). Sie 1aBt sich auch als ebene |
Welle auffassen; deren Richtungskosinus sich
verhdlt wie [
lr—aa mx—bB nx—cy

P S (9a)\

. I
1) Vgl. Sommerfeld, diese Zeitschr. \

b

Je nachdem es sich um die Fortpflanzung
eines sichtbaren Lichtstrahls oder eines Ront-
genstrahls handelt, d. h. je nach der Frequenz o,
welche in K vorkommt, hat der eine oder der
andere Faktor in #%;,,, das Hauptinteresse.
Handelt es sich doch bei Lichtwellen um Wellen-
langen, welche groB gegen den Gitterabstand 24
sind, so dab

27 %: aKy<<1 (Y500

c

(10)

ist, und ebenso a- (K, a, 8, 7). Bei den Ront-
genstrahlen steht hingegen fest, daB diese
GroBen betrachlich grof gegen 1 sind (20 bis
200). Wir unterscheiden demnach:

K << —Jﬂi, optische Welle.

Der in den Elementarparallelepipeden peri-

1) Dispersion und Doppelbrechung von Elektronen-
gittern (Kristallen), Dissertation, Miinchen 1g9r2.
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odische Teil liefert keine Wellenldngen, welche
mit optischen Wellenlingen vergleichbar wiren;
hingegen liefert der Faktor e¢*Fs Wellen von
groBer Wellenlange, welche den Gliedern der
Fourierreihe gegenliber am besten als lang-
gezogene Diinung gekennzeichnet werden. Von
der ganzen Fourierreihe wird optisch nichts
weiter als der Mittelwert in einem Elementargebiet
merklich, der durch das Glied ooo der Reihe dar-
gestellt wird. Daherist das optische Potential
b3 I

~ z2abe K2— K2 (11)
Die hoheren Glieder der Summe haben zudem
Amplituden, welche mit der des Gliedes ooo

- gar nicht vergleichbar sind, da K<<%-

. é——z'K.r

2. K>> %, Rontgenstrahl

Hier haben jene Glieder der Summe (8) die
grobte Amplitude, fiir welche am nachsten Re-
sonanz eintritt, d. h. fiir welche die ganzzahligen
Indizes /, m, n am besten die Gleichung erfiillen:

Irx—aa\? /ma—>bp\> <14n——cy’ 2 .
'(\ a >+< b >+ c >_"K°‘
(12)

Diese Bedingung sondert aus der un-
endlichen Zahl
des Raumgitters jene aus, welche bei
gegebener Frequenz des Rontgenstrahls
maximale Intensitit haben; diese werden
im Fall IT und I1I des halben Kristalls durch die
Trennungsfliche hindurch als Interferenzstrahlen
hinaustreten.

Bei der geometrischen Interpretation dieser
Bedingung ist hervorzuheben, dal K, und K
fir den Fall des Rontgenstrahls praktisch zu-
sammenfallen. Dies geht experimentell aus der
Abwesenheit jeder Spur von Brechung der X-
Strahlen hervor; die Extrapolation des Brechungs-
index auf Grund einer Dispersionsformel (z. B.
der Planckschen) ergibt Werte wie

v2:<}€%>2:1—4-10“8, (13)

also eine unmerkliche Abweichung von 1. Daher
nehmen wir jetzt an:
@+t =K = KR (1)
Die Bedingung (12) bedeutet nun folgende
Konstruktion: Ineinem Gittermitden Tei-
lungen —'Z_: —'Zg—, % (,,reziprokes Gitter“)schlage
man um den Punkt (g, 3, 7) die Kugel,
welche durch den Nullpunkt des Gitters
geht. Liegen auf der Kugelfliche noch
andere Gitterpunkte [{, m,, #,], so treten
im Kristall Wellen mit maximaler Inten-
sitdt auf, die die gleiche Richtung wie

von Oberschwingungen |

|

|
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Fig. 3.

die Verbindungslinien von [/, m,, #,] zum
Mittelpunkt der Kugel haben.

Die Richtungskosinusse der Verbindungslinie
[ly, mqy, ny] nach (e, B, y) im reziproken Gitter
sind namlich, wie aus (8) ersichtlich, zugleich die
Richtungskosinusse der Wellennormale der ent-
sprechenden Welle, die sich im Kiistall aus-
breitet. DafB der Nullpunkt des Gitters stets
auf der Kugelflache liegt, folgt aus (12) und (14).

Es ist bemerkenswert, da3 die Wellen maxi-
maler Intensitit zugleich die einzigen
Wellen des Potentials (8) sind, welche
sich mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ im
Gitter fortpflanzen. Fir alle anderen Glieder
von (8) ist ja die Quadratsumme der Faktoren
von %, ¥, z im Exponenten von ¢ anders als K°

An der Fig. 3 lassen sich die bekannten
Aussagen iiber Symmetrie bei senkrechter Inzi-
denz usw. ablesen. Doch scheint es zweckmiBig,
zu den Fallen 1T und I1I iiberzugehen und das Feld
im AuBenraum zu untersuchen und den Einfluf3
der Grenzfliche 2= o festzustellen.

§ 4. Fall II. Einfall des Rontgen-
strahls auf den Kristall. Werden mit genau
dem gleichen Ansatz (6) fiir die Dipolschwin-
gungen die Schwingungen des ,halben Kristalls*
summiert, so ist zwischen dem Innenraum
und dem AuBenraum zu unterscheiden. Die
Grenze zwischen beiden verlauft nicht, wie man
zuerst annehmen konnte, in der letzten Gitter-
ebene z = o, sondern der Kristall erscheint infolge
der Periodizitit des Feldes um den Abstand c¢ einer
Symmetrieebene fortgesetzt. Es ist notwendig,
auBer demoberen Halbraum auch nocheine Schicht
von der Dicke ¢ des unteren zum Kristallinneren
zu zihlen. Die folgenden Formeln fiir den AuBlen-
raum gelten also fiir

2+ c<o, (135)
dann aber streng, d. h. in jeder Entfernung von
der Trennungsfliche.
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Das Potential istl):
— 0 ,.f®

. | 6—1'17[:(1“3—1‘7””;&‘8)/—‘Z'V (40
= -""¢cy | — s (16)
4ab V7 SinC (g 4 7)

17

o 2. sin¢ (¥7,,. + y) = o,
-— — 2 .
e Y R (80 (BB das st
f . ln*aaw mn—bp’ na—cy
6 V a__ (tR——ac i
o Y i (Y

. a b c
Das einzelne Glied der Summe stellt wieder (18)
eine ebene Welle dar, die mit der Geschwindig-
keit ¢ fortschreitet. Maximale Amplitude ent-
steht auf zweierlei Art, entsprechend den beiden
Faktoren im Nenner.

I. L .
das heiBt Fir vz, ist in (16a) der positive Wert der
as he Wurzel zu nehmen, so dall die Wellen von der

g 2 _ 2
<l“ ﬂq> + <anﬁ) — K2, (17) | Grenzfidiche fort in den AuBenraum eilen.
a

. . 4

Diese Glieder bedeuten ebene Wellen, welche | Nach (18) heift dies, daB nur Werte von #n ~
parallel der Grenzfliche laufen. Man kann sie
als Oberflichenwellen bezeichnen, da sie getrennt

von der Oberfliche nicht existenzfahig zu sein .
nur jene Wellen /,, m,, #, genommen werden,

scheinen. Experimentell sind sie nicht nach- | . )
gewiesen, und es laBt sich theoretisch einsehen, die nach .adertS gehen (n(’>7>'. Hierdurch
ist das einer Frequenz @ bzw. einem festen
|
|
\
\
!

ist.

Dies ist genau die Bedingung (12), so dal
die Behauptung in § 3 gerechtfertigtist,dal diein
ResonanzgeratendenEigenschwingungen
desRaumgitters nach auBenhinaustreten.

v,/, o 0,

statthaft sind, welche 7y {ibertreffen. In der
geometrischen Deutung der Fig. 3 sollen also

daB ihre Energie an der Grenze der Kristall- . ;
w . P B Werte K, zukommende Interferenzbild auf der
b fih 0
oberfliche in abgebeugte Energie ibergefiihrt Vorderseite vollstindig festgelegt.

wird, indem die Oberflichenwellen vernichtet
werden. Fiir die Unmoglichkeit des Nachweises
dieser Wellen ist es wesentlich, daB nur ein
begrenztes Stiick Kristalloberflache von dem aus- |
geblendeten Rontgenstrahl durchstrahlt wird.

Fall III. Austritt eines Rontgenstrahls.
Das Potential fiir den AuBenraum wird aus
(16) durch Umkehrung der Strahlrichtung (,3,7)
erhalten:

—®,.f»
_ Z_Zn-—}-aa _ z_mn—i—éﬁ i

T . e a x b Vv Lo (o c .
JT=— " ¢g—#V 2 — ( T ) (19)

4a n Vi sINC (W —7)

7t

. ;_,_" a2 ma - bﬂ namlich so eingetragen, als wiirden die Inter-
Vo = K02-< I ) </—Mb - > ferenzstrahlen sowohl auf der Vorder- wie auf

(192) der Riickseite durch den auf den gezeichneten
Kristall einfallenden Primairstrahl verursacht.

Um die beobachtbaren Wellen maximaler
Intensitit zu finden, dient die zu Fig. 3 analoge SEEEENE T Tr'”‘"“_v“’_\' T
Konstruktion, bei der der Punkt (—oa, — 8, — 7) C - e B EEEEEE M
als Mittelpunkt der Kugel vom Radius K, ge- AN T TN H‘i:j
wihlt wird. Da wieder die Wurzel (19a) posi- i Vs NCATT ENG
RS | 1lr N LY 1
. o . nmx . e NN N
tiv gemeint ist, muB diesmal -»C/>—7 sein; }_ L f L = Y ‘T
g [ 11 : | [
an der inFig. 3 gezeichneten Kugel lassen sich diese C ] Dt e |+ L] , Hj
Wellen durch die auf der unteren Hilfte der IH”{”’ | ] 5z ‘ i I
Kugel liegenden Punkte darstellen. Fig. 4 148t die TN e k BERERSW AR
p S . 1 A T 2
Bilder auf der Vorder- und auf der Riickseite des R = T%/Tg H} e T '{_g
Kristalls ablesen, wobei die Orientierung etwas TN | N JnEEn
. . . . i . Gl el T R N 7T
anders ist, als in Fig. 2 und 3. Die Pfeile sind SRR E VEWEREERS T
H | L - ; ! i
- T i ] 1
1) Die Ableitung dieser Formel geschieht nach den } i I i ‘E i iﬁt%

gleichen Methoden wie bei (8). Sie wird demnichst an
anderer Stelle veroffentlicht werden, [ Fig. 4.
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§ 5. Welche allgemeinen Aussagen lassen
sich an Hand von Fig. 4 iber die Interferenz-
bilder machen? Es mdége zwischen zwei Fillen
unterschieden werden: einmal soll die I'requenz,
d. h. K,, festgehalten und die Richtung des
Einfalls gedndert werden. Der Punkt (g, 8, 7)
bewegt sich hierbei auf der um den Ursprung
des reziproken Gitters gelegten Kugel vom
Radius K,. Spiter soll die Richtung des.Strahls
fest sein und die Wellenlinge der X-Strahlen
(bzw. ihrer Fourierentwickelung) innerhalb eines
gewissen Bereichs variieren; in § 6 schlieBlich
werden beide Arten von Variationen zugelassen.

Besonderer Wert wird bei dieser Besprechung
auf die Erkliarung des ,reflektierten® Strahls ge-
legt werden miissen, dessen Entstehung nicht
ganz selbstverstindlich ist. Waihrend es so-
fort aus Fig. 4 ersichtlich ist, daB in der
Richtung des einfallenden X-Strahls stets ein
Interferenzmaximum liegt (vom X-Strahl auf den
Aufnahmen verdeckt), folgt die Existenz und
die groBe Intensitit des reflektierten Strahls
erst durch eine Reihe von Uberlegungen.

Fall 1. K, fest, Richtung des Primir-
strahls veranderlich.

1. An der Figur 1iBt sich sofort ein Rezi-
prozititssatz ablesen, der die Richtung des
Einfalls und der Interferenzmaxima verkniipft:
Werden die Interferenzstrahlen durch ihre Winkel
gegen das Kristallgitter gekennzeichnet, so ent-
steht das geometrisch gleiche Interferenz-
bild, wenn der einfallende Rontgenstrahl
mit irgendeinem Interferenzstrahl ver-
tauscht wird.

DaB dieIntensitatsverteilung sich bei dieserVer-
tauschung dndert, und das Gesetz dieser Anderung
geht aus der Komponentenzerlegung des§ 7 hervor.

2. Ein reflektierter Strahl existiert nur bei
ausgezeichneten Lagen des Punktes («, @, 7);
namlich, wenn y den Einfallswinkel bedeutet,
nur falls (g, 8, 7) in eine der Symmetrieebenen
z=const des reziproken Gitters fallt:

J
7,,,,K0coslzh-zlc> (20)

wo h eine ganze Zahl ist. Fihrt man die

, Wellenlinge ).=2Jf ein, so muf} also der

K,
Einfallswinkel die Bedingung
C057 e ]1 . ,l
2 2¢

erfiillen. Der Winkelunterschied zweier Rich-
tungen, bei welchen Reflexion tiberhaupt mog-
lich ist, betragt demnach

e (zoa)

Eine gleiche Formel haben E. Hupka und

W. Steinhaus?) gebraucht, um aus Streifungen
im ,reflektierten* Interferenzfleck die Wellen-
lange zu berechnen; 4y bedeutet bei ihnen den
Winkelabstand der Streifen, d. h. derjenigen
Richtungen, in welchen die Reflexion besonders
stark erscheint. Doch wird von anderer Seite
den Streifungen mehr zufilliger Charakter bei-
gelegt, indem sie durch Spaltflichen im Kristall-
innern verursacht werden sollen.

Fall 2. Richtung fest, K, veranderlich.

Die wahre Zeitabhingigkeit der elektrischen
Feldstirke eines Rontgenstrahls wird wohl nicht
durch eine einzige harmonische Schwingung
wiedergegeben, die bisher allein betrachtet wurde.
Vielimehr deutet allein schon die Vorstellungs-
weise von der Entstehung des Rontgenimpulses
aus der Bremsung eines Kathodenstrahlteilchens
darauf hin, daB das Rontgenspektrum nur durch
viele Glieder einer Fourierentwickelung darstell-
bar ist, welche merkliche Amplitude besitzen.
‘Wir wollen nun annehmen, daf die Wellen-
linge der auffallenden Strahlung inner-
halb eines gewissen Bereichs kontinu-
ierlich varileren moge; dem entspricht ein
Bereich AK fir K= 2x/2. Wir setzen ferner
bei den folgenden Uberlegungen voraus, daB
die Intensitit des primidren X-Strahlspektrums
nicht zu schnell mit der Wellenlange variiert. An
der Fig. 4 sieht man leicht folgendes ein:

1. Da nur das Verhaltnis des Kugelradius K,
zur Gitterteilung auf die Lage der Interferenz-
punkte von EinfluB ist, so werden die Interferenz-
bilder dhnlicher Raumgitter gleich sein, wenn nur

x/e __ 4 (21)

K, 2¢
konstant ist. Da tatsichlich beobachtet wird?),
daB Substanzen mit gleichem Raumgitter und
verschiedenem Molekularvolumen die gleichen
Interferenzen liefern, so kann dies als Beweis
fir die Behauptung angesehen werden, dal
das Spektrum des primidren Rontgen-
strahls sich iiber einen gewissen Bereich
kontinuierlich erstreckt. Ebenfalls spricht hier-
fiir die Temperaturunabhiangigkeit der Inter-
ferenzbilder®).

2. Jeder Interferenzstrahl enthilt Wel-
len von verschiedenen Wellenlangen?).

Hat man nidmlich einen Interferenzpunkt
[£y, Mgy, #y] gefunden, so lege man durch ihn
und den Nullpunkt die Gerade (J:#1:%), welche
alle Gitterpunkte enthilt, die Interferenzstrahlen
der gleichen Richtung

1) Ber. d. Deutsch. Phys. Ges. 15, 164, 1913.

2) W, Friedrich, in einer demniichst in den Ann.
d. Phys. erscheinenden Arbeit.

3) De Broglie, Comptes Rendus 1913, S. 1011,

4) Siehe die analoge Betrachtung von G. Wulff, diese
Zeitschr. 14, 220, 1913.
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hervorbringen konnen, wenn die Richtung a: 3:y
des Primarstrahls gegeben ist.
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Fig. 5.

Fir die Intensitit des Interferenzfleckes
kommt es darauf an, wie viele Punkte des Gitters
an solchen Stellen auf der Geraden liegen, daB
die zugehorigen Werte von K, innerhalb des
gegebenen Intervalls 4K liegen. Je mehr solcher
Punkte es gibt, um so groBer wird die Intensitit
des Fleckes, der von diesen Strahlen gemeinsam
erzeugt wird, sein. Die Anzahl der Punkte auf
der Langeneinheit der Geraden /:m:# ist pro-
portional (/.24 M?2% 4 N2~ wenn /, M, N die
kleinsten ganzen Zahlen vom geforderten Ver-
hiltnis sind; die Linge des fiir die Punkte ge-

. . : t4
eigneten Stiickes der Geraden ist 2 4K, -cos—>
2

wenn ¥ den Winkel zwischen -einfallendem
Strahl und dem Interferenzstrahl bedeutet. Da-
her ist die Intensitdt eines Bildes proportional®)
AK,
e ————— (22)
VLz +M2_|__]\72
e

. V3
Fiir den reflektierten Strahl ist > gleich dem

2cos P/2 -

Einfallswinkel ..
3. Die Strahlen der Richtung

17 —e)ws o7

konnen im Sinne der Braggschen Theorie er-
klirt werden als Reflexionen des einfallenden
Strahls an einer Ebene senkrecht zur Geraden
(¢:m:m). Diese Ebene hat die Indizes (/, M, N),
und es ist nach (22) ersichtlich, daB alle Kristall-
flichen mit niederen Indizes besonders gut
zu reflektieren scheinen.

§ 6. Die Form der Interferenzflecke
1aBt darauf schlieBen, daB ein einziger Réntgen-

1)7 Vgl die Formel bei L. S. Ovrstein, K, Acad. te
Wetensch. Amsterd., Mirz 1913, S. 1229, welche aus ganz
anderen Betrachtungen gewonnen ist.

strahl von bestimmter Richtung und Wellen-
lange zur Erklirung der Erscheinung nicht ge-
niigt, sondern daf} jeder Fleck seine Intensitit dem
Zusammentreffen einer Reihe von Einzelmaximis
verdankt, welche je durch gewisse Bestandteile
der auffallenden Intensitit erzeugt werden.
Nach den Formeln (16) und (19) fiir das
Potential im AuBenraum treten ebene Wellen
aus der Grenzschicht aus. Angenommen, daB
der auffallende Réntgenstrahl durch eine Kreis-
blende ausgeschnitten wurde und dall er wirk-
lich nur eine Richtung besiaBe (,,ebener Impuls®),
so miiBBten alle Interferenzflecke kreisférmig sein,
wenn die photographische Platte der Grenzfliche
parallel steht. Die Kreise hitten dabei gleichen
Durchmesser wie die Blende. Dies stimmt mit

t=22  PhatogrPlatte

Fig. 6.

neueren Beobachtungen von Lauel) iberein,
welcher fand, da3 die Fleckenform um so runder
wird, je weiter die Rontgenrohre vom Kristall
entfernt wird. Auf den urspriinglichen Auf-
nahmen von Laue, Friedrich und Knipping?)
ist die Fleckenform in die Linge gezogen, un-
gefdhr elliptisch mit der groflen Achse quer zur
Richtung nach dem Zentrum der ganzen Figur.
Diese Form kann durch Ubereinanderlagerung
vieler Maxima an Hand der Konstruktion von
Fig. 4 so erklart werden: Man denke sich die
Figur zunichst fiir senkrechten Einfall gezeichnet
(Fig. 7). Der Interferenzpunkt P mége ent-
stehen. Nun werde die Richtung des Einfalls
innerhalb eines kleinen Kegels £ variiert; ent-
steht dann um den urspriinglichen Interferenz-
strahl ein Kegel von Nachbarinterferenzstrahlen?
Es ist die IFrage, ob es in Fig. 7 Lagen des
Kugelmittelpunktes (a87) gibt, welche wieder
den Punkt P als Interferenzpunkt erzeugen.
Um diese Lagen von (afy) zu finden,
hat man diejenigen Punkte im Kegel 4.2 auf-
zusuchen, welche vom Nullpunkt und von P
gleich weit entfernt sind. Dies geschieht mittels
der Ebene E (siehe Fig. 7), welche den Kegel d 2
in einer Ellipse durchsetzt. Von jedem der

1) Diese Zeitschr. 14, 421, 1913.
2) Sitzungsber. Minchen 1912.
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Fig. 7.

Punkte innerhalb der Ellipse geht ein Strahl in
der Richtung nach P aus, und die Gesamtheit
dieser Strahlen bildet einen Kreiskegel. Der
Durchschnitt dieses Kegels und der photogra-
phischen Platte ist eine Ellipse, deren kleine
Achse in der Ebene von Interferenzstrahl und
einfallendem Strahl liegt. Jeder Punkt in dieser
Ellipse ist der Mittelpunkt eines kreisférmigen
Interferenzbildes, und so kommt es, daB die
Flecken elliptisch sind und der Helligkeitsabfall
tach dem Rande zu langsam geschieht?!).

§ 7. Bisher wurde die Diskussion an das
Hertzsche Potential (8) bzw. (16) und (19) an-
gesthlossen. Es eriibrigt nun festzustellen,
welche Umstinde beim Ubergang zur elek-
trischen Feldstirke € nach der Vorschrift (7)
hinzutreten.

Zu den DPotentialen II ist als vektorielle
Amplitude a die Amplitude der Dipolschwin-
gungen zu erginzen, so dall das Potential
eines der Summenglieder im wesentlichen die
Form hat ’
: q- g-—-iKs', (23)
wo s° eben die, Richtung des Interferenzstrahls
ist. Bildet man aus diesem Potential €, so
stellt sich heraus, daB die Komponente aqj
von a, welche in die Richtung von s fallt,
keinen Beitrag zu € liefert. Nur die andere
Komponente a ist itberhaupt wirksam.

Es ist anzunehmen, daf die Dipole senk-
recht zum einfallenden Rontgenstrahl (s) schwin-
gen, da dieser Strahl bei weitem die groBte
Intensitdt hat. Soll nun die Intensitit eines
Interferenzstrahls (s”) berechnet werden, so muf
die Dipolamplitude a in die in der Ebene (ss”)
schwingende Komponente (a;) und die andere
L. (s, s") zerlegt werden (a,). Die letztere kommt

1) Vergl, die Tafeln in der ersten Eublikation von
Laue usw. Auch die Tatsache, daB die Interferenzflecken
nahe hinter dem Kristall rund sind (siehe z. B. W.C.
Bragg, L c.) erklirt sich durch diese Uberlagerung vieler
kreisformiger Flecken.

fiir s” voll zur Wirkung, die erste mit dem Faktor
cos (s’s). Die Intensitit des Strahls s’ ist also

0,24 a2 cos?(s's). (24)
Man sieht an den Inter-
ferenzbildern, daB die
einfallenden  Rént-
genstrahlen (bzw. die

Dipolschwingungen)

nicht polarisiert sein
kénnen. Wiren sie es
namlich, so miildten die
Intensitiaten zweier unter
gleichem Winkel (s"s)
gegen den Primiarstrahl
gelegener Interferenzstrahlen (korrespondieren-
der Interferenzflecke in verschiedenen Quadran-
ten) verschieden sein, weil die Zerlegung in die
Komponenten a, und a, fiir beide Strahlen un-
gleich wire.

Fig. 8.

Mit a, = a, ist die Intensitit eines
Strahls also proportional

C1--cos?(s’s). (25)

Es Iohnt sich, fiir den reflektierten

Strahl die Abhingigkeit der Intensitit
vondem Einfallswinkel y zusammenzustellen.
Bei dem reflektierten Strahl ist (vgl. (20))
nx
c 2
und nach (18)
Vim==y=Kgcosy.
I

Nach(16)istdie Amplitude also proportional o5 7 .
(22) zeigt ferner, daBl die Anzahl der im
reflektierten Strahl vertretenen Wellenlingen
(Werte von K,) proportional cosy ist, so daB
die Intensitit unter Beriicksichtigung von (16),
(22), (25) proportional wird mit
14 cos®2y
cos ¥
Diese Funktion ist in Fig. 9 aufgetragen.

(26)

?
7

v

7 20 3 W 8 & 1 a5 d0°

Fig. g.
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Das Reflexionsvermégen nimmt bei schrigem
Einfall stark zu. Wihrend es sich in dem Inter-
vall zwischen o° und 60° nur wenig &andert,
ist es bei 80" auf das Finffache des Wertes
bei 60° gestiegen. Bei ganz streifender Inzidenz
tritt in Wirklichkeit (wie bel den Oberflichen-
wellen in § 4, 1) Beugung an der Berandung
der Oberfliche hinzu, welche in dieser Theorie
nicht berticksichtigt wurde und die das weitere
Ansteigen der Intensitit verhindert. Man ver-
gleiche die Reflexion einer Lichtwelle an einem
unendlichen und an einem begrenzten Spiegel.
Experimente, die von Herrn Friedrich unter-
nommen werden, um die Intensitit des reflek-
tierten Strahles zu messen, sind noch nicht bis
zur quantitativen Verwertung gedichen. Ein
schneller Abfall der Intensitit um den Einfalls-
winkel 700 herum ist auf den Aufnahmen nicht
zu verkennen.

§ 8. Verhaltnis zu anderen Theorien;
Eigenstrahlung der Antikathode.

Die obigen Ausfithrungen enthalten die glei-

chen Gedanken wie die Lauesche Theorie und !
die |

unterscheiden sich von dieser nur durch
Idealisierung des Problems (unendlicher Kristall,
dafiir aber Giiltigkeit der Formeln in beliebiger
Nihe des Korpers). Sie liefern daher auch die
gleichen Ergebnisse, die Laue in seiner ersten
Publikation veréffentlicht hat.
die Richtungskosinuse der Interferenzstrahlen ist
identisch mit Iaues
diese fiir ein rhombisches Gitter spezialisiert
werden.
tungskosinuse ¢, f, 7 eliminiert, so entsteht ge-
nau (12). Auch alle weiteren geometrischen
Trolgerungen der beiden Theorien diirften iden-
tisch sein. Besonders findet auch Laue die

Bedingung (z0) fiir das Auftreten des reflek- |
tierten Strahls bel monochromatischem X-Strahl. |
Formeln fiir die Intensitit sind von Bragg?) |

und Ornstein?) gewonnen worden, indem sie
die Dichte der Molekiile in den reflektierenden
Flachen beriicksichtigten. Laue behilt in der
Intensitit die unbekannte Funktion ¥ (g, ),
welche die Strahlungsintensitit des einzelnen
Teilchens in Abhingigkeit von der Richtung
setzt. Hier wird in §7 die natiirliche Richtungs-
abhingigkeit der Strahlung des gewdhnlichen
Dipols verwertet. Die Formel (26) fiir die Starke
des reflektierten Strahls beruht auf der Voraus-

setzung, daBl in der spektralen Verteilung der |
auffallenden Strahlung hinreichende Stetigkeit

herrscht.
Gerade
nach neuen Ergebnissen von Bragg?) oft nicht

1) loc, cit, 2) loc. cit.
3) Roy. Soc. London, Sitzung vom 17. April.
Nature, 24, April 1913,

Siche

Formel (ga) fiir |
Gleichungen (7), wenn |

Werden aus Laues Gl (7) die Rich- |

diese Voraussetzung scheint aber |

erfiillt zu sein, weil eine sehr starke und fast
monochromatische Eigenstrahlung der Anti-
kathode auftritt. Deren Interferenzen wéren
nach § 5, Fall 1 zu behandeln, zurzeit liegt aber
geniigendes experimentelles Material noch nicht
vor. Es sei nur bemerkt, daB Bragg Reflexion
der Eigenstrahlung bei einer Reihe von Einfalls-
winkeln gefunden hat, welche je etwa 49 ausein-
ander liegen. Nach (20a) wiirde aus dieser An-
gabe auf ein Verhiltnis von Wellenlinge zu
Gitterabstand == 1/;, zu schlieBen sein; Laue
brauchte zur Erklarung eine Rethe von Verhilt-
nissen zwischen 0,04 und 0,14. Die Eigenstrah-
lung der Antikathode wiirde also in den bereits
bekannten Spektralbereich fallen. Weitere Auf-
schliisse tber die Homogenitidt der Eigenstrah-
lung werden sich aus der Intensititsverteilung
in den Flecken ziehen lassen.
(Eingegangen 8. Mai 1913.)

Die Reflexion von Rdéntgenstrahlen an
Kristallen.
(The reflection of X-rays by crystals.)
Von W. H. Bragg.

|

r

| Im zweiten Aprilheft dieser Zeitschrift (14, 317,
' 1913) beschreibt Herr W. Friedrich eine neue
j Interferenzerscheinung bei Réntgenstrahlen. Bei
| diesen neuen Versuchen tritt der EinfluB3 der Natur
; der Antikathode deutlicher zutage als bei den
. urspriinglichen Versuchen, die sich auf die Theo-
| rie von Laue griindeten. Ich habe mich seit
| einiger Zeit mit der Untersuchung der Reflexion
| von Réntgenstrahlen in Kristallflichen nach
; einem lonisierungsverfahren beschiftigt, und
| diese meine Messungen lassen gleichfalls den
} EinfluB der Natur der Antikathode erkennen.
[ Ich glaube, sie beleuchten einigermaBen diese
! neue Arbeit des Herrn Friedrich. Eine aus-
| fithrliche Schilderung von ihnen ist in einer
| Arbeit erschienen, die mein Sohn und ich kiirz-
lich der Royal Society vorgelegt haben, und
ich will hier nur einen kurzen Bericht zu geben
versuchen.

Ein sehr feines Rontgenstrahlenbiindel wird
in einer Oberflichenebene eines Kristalls re-
flektiert, die entweder eine Spaltfliche ist, oder
so geschnitten ist, daB sie eine der {ibrigen
wichtigen Ebenen bildet. Das reflektierte Strahlen-
blindel wird nach einem lonisierungsverfahren
untersucht, und die ganze Apparatur ahnelt
: einem Spektrometer, in dem das Fernrohr durch
| eine Ionisierungskammer ersetzt ist.

‘ Es sind folgende Tatsachen festzustellen:
j In der von uns benutzten Réntgenrchre waren
| neben anderen, nicht eingehend untersuchten
| Strahlen drei homogene Strahlenblindel vor-
| handen, von denen jedes nur von einer be-
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